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Resumen

En este artículo se demuestra que si un portafolio p está en la frontera generada por N
instrumentos financieros, entonces el portafolio p está en la frontera generada por cualquier
subconjunto de M (M < N) de los N instrumentos financieros y el mismo portafolio p.
También se demuestra que si existe un portafolio q de K portafolios que está en la frontera
generada por una colección infinita numerable de  instrumentos financieros, entonces el
portafolio q está en la frontera generada por los K portafolios y cualquier subcolección
finita de la colección infinita de instrumentos financieros.  Se ilustra la utilidad de estos
resultados al probar empíricamente el CAPM (Capital Asset Pricing Model) y una versión del
APT (Arbitrage Pricing Theory).
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Introducción

El CAPM establece que el portafolio de mercado (el cual está formado por todos los
instrumentos financieros en la economía) se encuentra en la frontera de media-
desviación estándar generada por todos los instrumentos financieros en la econo-
mía. Como es sabido, la no observabilidad de la totalidad de los rendimientos de
los instrumentos financieros ocasiona graves problemas a la hora de intentar pro-
bar empíricamente la validez del CAPM, pues el portafolio de mercado no es obser-
vable. Este problema ha sido discutido ampliamente en la literatura especializada
por varios autores (Campbell, Lo y MacKinlay, 1997; Connor y Korajczyk 1995;
Constantinides y Malliaris, 1995; Fresón, 1995; Huang y Litzenberger, 1988). Por
otra parte, la frontera de media-desviación estándar generada por todos los instru-
mentos financieros tampoco es observable, lo cual en principio representa un pro-
blema al tratar de probar empíricamente la validez del CAPM. Este problema ha
sido tratado en la literatura mencionada de manera tangencial y en este trabajo
analizamos una forma de enfrentarlo.

Algunas versiones del APT (Arbitrage Pricing Theory) establecen que existe
una combinación de portafolios factores que está en la frontera de media-desvia-
ción estándar generada por una colección infinita numerable de rendimientos de
instrumentos financieros {R1, R2, R3,...} (Chamberlain, 1983; Chamberlain y
Rothschild, 1983; Lehmann y Modest, 1988; etc.). Dado que solamente podemos
tener observaciones sobre los rendimientos de un número finito de instrumentos
financieros, surge el problema de que la frontera generada por {R1, R2, R3,...} no es
observable. Nuevamente, la literatura no se ha ocupado mucho de este problema y
en este trabajo se desarrolla una manera de resolverlo.

En la sección uno se plantea y se sugiere una solución al primer proble-
ma: demostrar que un portafolio dado está en la frontera de media-desviación
estándar generada por una colección finita de instrumentos financieros, cuando
no todos los instrumentos financieros en esa colección son observables. También
se elabora una aplicación de la solución propuesta al caso del CAPM. En la si-
guiente sección se plantea y propone una solución al segundo problema: probar
que existe un portafolio de un conjunto dado de portafolios factores que está en la
frontera de media-desviación estándar generada por una colección infinita numera-
ble de rendimientos de instrumentos financieros, cuando sólo un número finito de
estos es observable; y se obtiene una aplicación de la solución propuesta a una
versión del APT.
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1. Caso en que la frontera está generada por un número finito de
instrumentos financieros de los cuales no todos son observables

El planteamiento formal del primero de los problemas mencionados es la siguiente:
consideremos N instrumentos financieros con rendimientos linealmente independien-
tes Ri, i = 1, 2, ..., N. Se quiere probar una teoría que establece la proposición:

P: El portafolio p con rendimiento Rp = 
N

1i=
Σ  ai Ri (

N

1i=
Σ ai = 1) está en la frontera

generada por los N instrumentos financieros.

Supongamos que sólo hay observaciones sobre el rendimiento del porta-
folio p y sobre los rendimientos de M (M < N) de los N instrumentos financieros.
Esto significa que la teoría P no puede ser probada directamente, pues la falta de
observaciones impide estimar la frontera generada por los N instrumentos finan-
cieros. Sin embargo, se puede proceder a probar una implicación de P, es decir, es
posible comprobar una proposición Q que es una condición necesaria, pero no
suficiente, para P, (P➝Q). Siguiendo las reglas de la lógica matemática, si la pro-
posición Q es rechazada (i. e. se toma como falsa), la proposición P se toma como
falsa y por tanto es rechazada. Si la proposición Q no es rechazada (i. e. se toma
como verdadera), esta vez abandonando las reglas de la lógica matemática, tampo-
co rechazamos la proposición P. En la proposición 1 se demuestra que una propo-
sición Q que es condición necesaria, pero no suficiente, para P es:

Q: El portafolio p está en la frontera generada por el mismo portafolio p junto
con cualquier subconjunto de M (M < N) de los N instrumentos financieros.

Antes de probar la proposición 1 es conveniente recordar el concepto de
frontera de media-desviación estándar. Dado un conjunto S de L instrumentos fi-
nancieros (L ≥ 1), un portafolio de ellos, con rendimiento esperado igual a E c R,
es el portafolio en la frontera con rendimiento esperado E, si su rendimiento es el
de menor varianza entre los rendimientos de todos los portafolios (de los instru-
mentos financieros en S) que tienen rendimiento esperado igual a E (Constantinides
y Malliaris, 1995). En caso de que exista un portafolio en la frontera con rendi-
miento esperado E c R, sea σ (E) su desviación estándar. La frontera de media-
desviación estándar generada por los L instrumentos financieros en S es el conjunto:

MSF = {(σ(E), E) cR2 | σ(E) existe para E c R}
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Cuando L ≥ 2, los rendimientos de los M instrumentos financieros tienen
varianza positiva y al menos dos de ellos tienen diferentes rendimientos esperados,
la frontera de media-desviación estándar es la parte derecha de una hipérbola
(Constantinides y Malliaris, 1995).

Proposición 1. Consideremos un conjunto de N instrumentos financieros
con rendimientos linealmente independientes {R1, R2,.., RN}. Si un portafolio p
con rendimiento:

Rp = 
N

1i=
Σ  αi Ri (

N

1i=
Σ  αi = 1)

se encuentra en la frontera MSF (R1, R2,.., RN) generada por ellos, entonces el
portafolio p está en la frontera MSF (Rp, R1, R2,.., RM) generada por el mismo por-
tafolio p junto con cualquier subconjunto de M (M < N) de estos instrumentos
financieros.

Demostración por contradicción. Sea:

Rp = 
N

1i=
Σ  αiRi (1)

el rendimiento de un portafolio p en la frontera de los N instrumentos financieros,
pero no en la frontera generada por el portafolio p junto con los M instrumentos
financieros con rendimientos R1, R2,.., RM. Entonces existe un portafolio q con
rendimiento

      Rq = β0Rp + 
M

1i=
Σ  βiRi (2)

tal que:

E(Rq) = E(Rp)    y    var(Rq) < E(Rp). (3)

Sustituyendo (1) en (2):

Rq = b0 

N

1i=
Σ  aiRi + 

M

1i=
Σ  biRi (3′)
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Rq = 
M

1i=
Σ  (b0ai+ bi)Ri + b0 

N

1Ni +=
Σ  biRi (3′′)

entonces q es un portafolio de los N instrumentos financieros. La ecuación (3)
implica que p no está en la frontera generada por los N instrumentos financieros, lo
cual es una contradicción.

Geométricamente la proposición 1 significa lo siguiente (Gráfica 1): cuando
todos los rendimientos de los N instrumentos financieros tienen varianza positiva y al
menos dos de ellos poseen diferentes rendimientos esperados, y un portafolio p está en
la frontera MSF (R1, R2,.., RN) generada por los N rendimientos R1, R2,.., RN, esta
última intersecta a la frontera MSF (Rp, R1, R2,.., RM) generada por los M rendi-
mientos R1, R2,.., RM y el portafolio p, en el punto correspondiente al portafolio p.

Volviendo al CAPM tenemos lo siguiente: la proposición: “El Portafolio
de Mercado está en la frontera generada por todos los instrumentos financieros en
la economía”, no es una implicación comprobable del CAPM, porque no todos los
rendimientos de todos los instrumentos financieros en la economía son observa-

Gráfica 1
Ilustración de la proposición 1
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bles, y por tanto, la frontera generada por todos los instrumentos financieros en la
economía no es observable. La proposición 1 aplicada al CAPM, afirma que esta
teoría tiene una implicación más débil pero más fácil de ser probada: “El Portafolio
de Mercado está en la frontera generada por cualquier subconjunto de instrumentos
financieros en la economía junto con el propio Portafolio de Mercado”. De esta
manera estamos un poco más cerca de poder probar empíricamente el CAPM (véase
por ejemplo Gibbons, Ross y Shanken, 1989; Huang y Litzenberger, 1988; y
MacKinlay, 1987).

2. Caso en que la frontera está generada por una colección infinita
numerable de instrumentos financieros de los cuales sólo un subconjunto
finito es observable

El segundo problema se puede formalizar así: consideremos una colección infinita
numerable de instrumentos financieros con rendimientos linealmente independientes
{R1, R2, R3,...}. Se tienen K portafolios dados con rendimientos:

fk = 
∞

=1i
Σ αk,iRi          k = 1, 2, .., K

Se quiere probar una teoría que establece la proposición:

P1: existe un portafolio q de los K portafolios con rendimientos f1, f2,.., fK que
está en la frontera generada por los instrumentos financieros con rendimientos

{R1, R2, R3,...}.

Supongamos que sólo hay observaciones sobre los rendimientos de los K
portafolios con rendimientos f1, f2,.., fK, y sobre los primeros N rendimientos
R1,R2,..,RN, pero no sobre el resto de los rendimientos {RN+1, RN+2, RN+3,...}. Esto
significa que la proposición P1 no puede ser probada directamente, pues la falta de
observaciones impide estimar la frontera generada por los rendimientos {R1, R2,
R3,...}. Sin embargo, se puede proceder a probar una implicación de P1, o sea, se
puede probar una proposición Q1, la cual es una condición necesaria, pero no sufi-
ciente, para P1, (P1 ➝ Q1). Si la proposición Q1 es rechazada (i. e. se toma como
falsa), la proposición P1 se toma como falsa y por tanto es rechazada. Si la propo-
sición Q1 no es rechazada tampoco rechazamos la proposición P1. En la proposi-
ción 2 se demuestra que una proposición Q1, que es condición necesaria, pero no
suficiente, para P1 es:
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Q1: el portafolio q está en la frontera generada por los K portafolios con
rendimientos f1, f2,.., fK y los instrumentos con rendimientos R1, R2,.., RN.

Proposición 2. Consideremos un conjunto numerable de rendimientos
de instrumentos financieros con rendimientos linealmente independientes {R1,
R2, R3,...}. Sean f1, f2,.., fK los rendimientos de K portafolios linealmente inde-
pendientes:

fk = 
∞

=1i
Σ  αk,iRi          k = 1, 2, ..., K (4)

Si existe un portafolio q de los K portafolios con rendimientos f1, f2,.., fK

en la frontera MSF (R1, R2, R3,...) generada por {R1, R2, R3,...}, entonces, para toda
N ≥ 1, el portafolio q está en la frontera MSF (f1, f2,.., fK, R1, R2,.., RN) generada
por los K portafolios con rendimientos f1, f2,.., fK y los instrumentos con rendi-
mientos R1, R2,.., RN.

Demostración por contradicción. Sea:

Rq = 
∞

=1i
Σ  αifi

el rendimiento de un portafolio q en la frontera generada por {R1, R2, R3, ...} pero
no en la frontera generada por los K portafolios con rendimientos f1, f2, ..., fK junto
con los instrumentos con rendimientos R1, R2, .., RN. Entonces existe un portafolio
p con rendimiento:

Rp = 
K

1k=
Σ  bkfk + 

N

1j=
Σ  gjRj (5)

tal que:

E(Rp) = E(Rq)    y    var(Rp) < E(Rq). (6)

Sustituyendo (4) en (5):

Rp = 
∞

=1i
Σ  αk(

K

1k=
Σ  ak,iRi) + 

N

1j=
Σ  γ jRj (6′)
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Volviendo al APT, tenemos lo siguiente: la proposición: “Existe un porta-
folio de portafolios factores que está en la frontera generada por una colección
infinita numerable de rendimientos de instrumentos financieros {R1, R2, R3,...}” no

= 
N

1i=
Σ  (γi + 

K

1k=
Σ  βkαk,i)Ri + 

∞

+= 1Ni
Σ  (

K

1k =
Σ  βkαk,i )Ri (6′′)

tenemos que p es un portafolio de los instrumentos financieros con rendimientos
{R1, R2, R3, ..}. La ecuación (6) implica que q no está en la frontera generada por
los instrumentos financieros con rendimientos {R1, R2, R3,..}, lo cual es una con-
tradicción.

Geométricamente la proposición 2 significa lo siguiente (Gráfica 2): cuan-
do todos los rendimientos de los instrumentos financieros {R1, R2, R3,...} poseen
varianza positiva y al menos dos de ellos tienen diferentes rendimientos esperados,
y un portafolio q en la frontera MSF(f1, f2,.., fK), generada por los K rendimientos
f1, f2,.., fK, está también en la frontera MSF (R1, R2, R3,...) generada por los rendi-
mientos {R1, R2, R3,...}, las dos fronteras intersectan a la frontera MSF(f1, f2,.., fK,
R1, R2,.. RN), generada por los rendimientos f1, f2,.., fK y los rendimientos R1, R2,..
RN, en el punto correspondiente al portafolio q.

Gráfica 2
Ilustración de la proposición 2
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es una implicación comprobable del APT, porque solamente tenemos observacio-
nes sobre un número finito de instrumentos financieros y así la frontera generada
por {R1, R2, R3,...} no es observable. La proposición 2, aplicada a esta versión del
APT, nos dice que esta teoría posee una implicación más débil pero más fácil de ser
probada: existe un portafolio de portafolios factores que se encuentra en la frontera
generada por los portafolios factores y cualquier subconjunto finito de la colección
infinita de instrumentos financieros (véase Gibbons, Ross y Shanken, 1989).

Conclusiones

En el presente trabajo se analizó una forma de probar empíricamente la hipótesis
de que un portafolio dado p está en la frontera de media-desviación estándar gene-
rada por una colección finita de instrumentos financieros, cuando no todos los ins-
trumentos financieros en esa colección son observables, probando una hipótesis
más débil, que es condición necesaria, pero no suficiente, para la hipótesis original:
el portafolio p está en la frontera de media-desviación estándar generada por el
mismo portafolio p, junto con cualquier subconjunto propio de estos instrumentos
financieros.

También se analizó una forma de probar empíricamente la hipótesis de
que existe un portafolio de K portafolios factores que está en la frontera generada
por una colección infinita numerable de instrumentos financieros, probando una
hipótesis más débil, que es condición necesaria, pero no suficiente, para la hipóte-
sis original: el portafolio q está en la frontera generada por los K portafolios facto-
res y cualquier subconjunto finito de la colección infinita numerable de instrumentos
financieros. Una aplicación de este resultado es que la versión del APT, la cual
establece que “existe un portafolio de portafolios factores que está en la frontera
generada por una colección infinita numerable de rendimientos de instrumentos
financieros”, tiene una implicación más débil pero más fácil de ser probada: existe
un portafolio de portafolios factores que está en la frontera generada por los
portafolios factores y cualquier subconjunto finito de la colección infinita de ins-
trumentos financieros.
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