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Introducción

La necesidad de entender el comportamiento de los consumidores-inversionistas 
bajo situaciones de riesgo (de mercado) generadas por los movimientos azarosos 
de los precios de los activos en los mercados financieros, lleva a modelar el proceso 
de toma de decisiones de consumo e inversión de un agente racional con control 
óptimo estocástico en tiempo continuo1 (programación dinámica estocástica en 
tiempo continuo). Uno de los temas importantes, en el marco de estos modelos, es 
la valuación de productos derivados en términos de cuánto un consumidor-inver-
sionista estaría dispuesto a pagar por dichos derivados.

Las opciones americanas, a diferencia de las europeas, pueden ser ejercidas 
en cualquier momento entre el día en que se pactan y el día de vencimiento, ambos 
inclusive y se negocian en mercados organizado (bolsas de opciones) o mercados 
sobre mostrador. La mayor parte de las opciones que se negocian en estos merca-
dos son justamente del tipo americanas. La investigación realizada en el tema de 
valuación de opciones americanas es muy amplia y diversa.2

Los modelos más conocidos en la literatura financiera para valuar op-
ciones americanas con fórmulas aproximadas son los de Whaley (1981) y Baro-
ne-Adesi y Whaley (1987). El objetivo de esta investigación es proporcionar un 
modelo alternativo que permita caracterizar el precio de una opción americana 
de compra, mediante un sistema de ecuaciones diferenciales proveniente de un 
modelo de control óptimo estocástico en tiempo continuo. Para tal efecto se de-
sarrolla un modelo de un agente racional, el cual dispone de una riqueza inicial y 
enfrenta la decisión de cómo distribuir su riqueza entre consumo e inversión en 
un portafolio de activos, incluyendo una opción americana, en un horizonte de 
planeación finito de magnitud estocástica.

El trabajo está organizado de la siguiente forma: en el siguiente apartado 
se establece el modelo de control óptimo, estocástico para el problema de consumo 
e inversión óptimos cuando en la restricción presupuestal se incluye la tenencia de 
una opción americana con un subyacente conducido por el movimiento geométrico 
browniano, entre otros activos. En el transcurso del segundo apartado se desarrolla 
la técnica de programación dinámica (recursividad) que permite encontrar la solu-

1 La aplicación de la teoría de control óptimo estocástico a problemas de toma de decisiones, valuación de 
productos derivados o ambas es muy amplia; véanse, por ejemplo: Hernández-Lerma (1994); Björk (2004); Ve-
negas-Martínez (2007, 2009); Ángeles y Venegas-Martínez (2010); y Sierra (2007).

2 Véanse, por ejemplo: Longstaff y Schwartz (2001); Broadie, Glasserman y Zachary (2000); Rogers (2002); 
Stentoft (2005); Villeneuve y Zanette (2002); Kou y Wang (2004); Ju (1998); Jin-Chuan y Jean-Guy (2001); Ikonen 
y Toivanen (2008); Huyên (1997); Fu et al. (2001); y Clément, Lamberton y Protter (2002).
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ción del problema de control óptimo planteado. En la tercera sección se obtiene el 
premio al riesgo de mercado de una opción americana de compra. Después se da 
solución a la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman en el cuarto apartado. En el quito 
apartado se caracteriza analíticamente el premio al riesgo por el ejercicio anticipado 
de la opción americana de compra, así como el precio de una opción americana de 
compra por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. Por último, 
se presentan las conclusiones, destacando las limitaciones del modelo propuesto 
e indicando aquellas extensiones que serán tomadas en cuenta en la agenda futura 
de investigación.

1. Modelo de control óptimo estocástico para el problema de consumo e 
inversión óptimos

Considere un agente que toma decisiones en un intervalo de tiempo fijo [0, T]. En 
el tiempo t = 0 el agente es dotado con una riqueza inicial A0 y el problema que 
enfrenta es cómo distribuir su riqueza entre inversión y consumo, de tal forma que su 
riqueza permanezca positiva sobre un horizonte de tiempo finito y tal que maximice 
su utilidad total esperada y descontada por el consumo de un bien genérico. Suponga 
que la utilidad total del agente está dada por:

E  ∫ F (t,ct) dt + Φ (AT)|I0

T

0
[ ]

Donde:
F = función de utilidad (descontada) por el consumo;

	 Φ = función de legado o herencia (o función de retiro al tiempo T ), la 
cual mide la utilidad de tener algún recurso al final del periodo; e

	 I0 = información relevante al tiempo t = 0

Se permite que el agente invierta sus recursos en activos con y sin riesgo, 
así una parte de su riqueza la destina al ahorro en un banco, el cual le paga una tasa 
de interés pasiva constante r > 0, libre de riesgo de incumplimiento. Por lo que el 
saldo de la inversión en el tiempo t es Bt = B0 ert, el cual puede ser expresado me-
diante la siguiente ecuación diferencial:

dBt = rBt drt     con B0 dado
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Lo cual implica que el rendimiento del depósito en el banco está dado por:

	                      ≡dRg  = rdt dBt 
Bt 

	 (1)

La otra parte de su riqueza la invierte en dos activos con riesgo, una acción 
cuya dinámica es conducido por la siguiente ecuación diferencial estocástica:

dSt = mSt dt + σSt dWt

De tal forma que el rendimiento está dado por:

	               ≡dRS  = μdt + σdWt
dSt  
St 

	 (2)

Donde:

	 Wt = proceso de Wiener, también llamado movimiento browniano, el cual está 
definido sobre un espacio fijo de probabilidad con su filtración aumentada 
(Ω, I, (It

w )t∈[0, T], P).
El segundo activo es un contrato de opción americana de compra, sobre 

la acción, de precio Vt (St, t). El rendimiento de la opción está dado por el cambio 
porcentual de la prima, es decir:

			   ≡dRV dVt  
Vt  	 (3)

Donde:
dVt se obtiene mediante el lema de Itô de la siguiente manera:

dVt = ∂Vt 
∂St 

+ + +∂Vt 
∂t 

∂Vt 
∂St 

μSt σSt dWt ) ( σ2St 2
  dt  ∂2Vt 

∂St 2  
1 
2 
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Si se denotan:

μV = ∂Vt 
∂St 

+ +∂Vt 
∂t 

∂Vt 
∂St 

μSt 

σSt

) ( σ2St 2
  ∂2Vt 

∂St 2  
1  
2  

) ( 
1  
Vt 

1  
Vt 

σV = 

se sigue que:

	                 dVt = Vt mV dt + VtσV dWt	 (4)

Las proporciones de riqueza que se destinarán a los activos riesgosos, 
la acción y la opción americana de compra, así como al activo sin riesgo en el 
portafolio de inversión, al tiempo t, las denotaremos mediante θ1t, θ2t y 1–θ1r

 –θ2t, 
respectivamente. En lo que sigue ct denota la tasa de consumo, a la que se le impone 
la condición ct ≥ 0, ∀ t ≥ 0. Adicionalmente, se supone que todas las estrategias 
de consumo e inversión son autofinanciables, asimismo que las negociaciones se 
llevan a cabo continuamente (los mercados nunca cierran), sin incurrir en costos por 
comisiones a agentes de casas de bolsa ni pagos de impuestos a autoridades fiscales. 
Se supone también que las ventas en corto (pedir acciones prestadas a agentes de 
bolsa) son permitidas e ilimitadas.

De esta manera, si At representa la riqueza del consumidor en el tiempo 
t, entonces la dinámica del proceso de riqueza está dada por:

	 dAt = AtmAdt + AtσA dWt	 (5)

Donde:

              
μA = θ1t μ + θ2t μV + (1–θ1t –θ2t) r – ct 

At
; y

	
(6)

             σA = θ1t σ + θ2t σV .	 (7)

Dados los supuestos del problema, observe que la riqueza del individuo 
podría llegar a ser cero en algún momento e incluso negativa en [0, T]. De esta 
manera, T será vista como una variable aleatoria, la cual es llamada tiempo de paro. 
En consecuencia se restringe el dominio a D = [0,T] × {At|At > 0}, y se define la 
función:
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t = mín [ ínf {t > 0| At = 0}, T]

La interpretación correspondiente es que cuando el proceso de riqueza 
toque la frontera del dominio, es decir sea cero, entonces la actividad (el proceso 
de toma de decisiones) se termina y ya no habrá herencia, de esta manera lo natural 
es suponer que Φ sea cero.

En resumen y estableciendo formalmente el problema de maximización 
de utilidad del consumidor como un problema de control óptimo estocástico, se 
tiene:

	

dAt = AtμAdt + AtσAdWt

τ

máx θ1t, θ2t, ct E [ ∫ F (t, ct) dt | I0]0

A0 = a0

ct ≥ 0, ∀t ≥ 0 	 (8)

Como antes, el integrando F (t, ct) se encuentra asociado con la satisfacción 
del agente por el consumo.

2. Programación dinámica: Hamilton-Jacobi-Bellman

Para dar solución al problema (8) y encontrar las proporciones óptimas en el por-
tafolio de inversión y el consumo óptimo del agente, se define la función de valor 
de la siguiente manera:

           

τ

J (At, t) = máx θ1t, θ2t, 0 ≤ cs|[t, τ] E [ ∫ F (cs, s) ds | I1]t

t+dt
= máx θ1t, θ2t, 0 ≤ cS|[t, τ] E [ ∫ F (cs, s) ds + ∫ F (cs, s) ds| It]t

τ

t+dt 	 (9)

Después de aplicar al primer sumando el teorema del valor medio del 
cálculo integral y recursividad al segundo, se obtiene:

J (At, t) = máxθ1t, θ2t, 0 ≤ ct|[t, t+dt] E [F (ct, t)dt + o(dt) + J (At + dAt, t + dt) | It]
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Al emplear la expansión en serie de Taylor al segundo sumando:

J (At, t) = máxθ1t, θ2t, 0≤cs|[t, t+dt] E [F (ct, t)dt + o(dt) + J (At, t) + dJ (At, t) + o(dt)|It]

consecuentemente:

0 = máxθ1t, θ2t, 0 ≤ cs|[t, t+dt] E [F (ct, t)dt + o(dt) + dJ (At, t)|It]

Al calcular dJ (At, t) con el lema de Itô y simplificar (9), se obtiene:

0 = máx θ1t, θ2t, θ ≤ ct|[t, t+dt] E [ F (ct, t) dt + o(dt) +                   At σdWt
∂J (At, t) 

∂At 

+                 dt +                 At μAdt]∂J (At,t) 
∂t 

∂J (At, t) 
∂At 

A continuación se calcula el valor esperado de esta última ecuación, y 
dado que dWt ~ N(0,dt), se elimina el término con browniano resultando:

0 = máx θ1t, θ2t, 0 ≤ ct|[t, t+dt) {F (ct, t)dt + o (dt) +                        At, σ2dt∂2J (At, t) 
∂At 

+                 dt +                 At μAdt}∂J (At, t) 
∂t 

∂J (At, t) 
∂At 

1 
2 2 A

2

Ahora se divide esta expresión entre dt y se toma su límite cuando dt → 0:

0 = máx θ1t, θ2t, θ ≤ ct {F (ct, t) +                +                At μA +                        At σA}∂2J (At, t) 
∂At 

∂J (At, t) 
∂t 

∂J (At, t) 
∂At 

1 
2

2
2

2

A esta ecuación anexamos las condiciones de frontera correspondientes, 
para obtener la ecuación diferencial parcial (edp) de Hamilton-Jacobi-Bellman 
(hjb):
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0 = máxθ1t θ2t, θ ≤ ct|[t,t+dt] {F (ct, t) +                +                At μA +                      At σA},
∂2J (At, t) 

∂At 
∂J (At, t) 

∂t 
∂J (At, t) 

∂At 
1 
2

2
2

2

J (t, a) = 0

J (t, 0) = 0

Como puede apreciarse en las condiciones de frontera se incorpora el 
tiempo de paro.

2.1 Condiciones de primer orden

Suponemos ahora que la función de utilidad es de la forma F (ct, t) = e–ρtV (ct), 
donde V (ct) es un miembro de la familia de funciones de utilidad hara (Merton, 
1990 y Hakansson, 1970), en consecuencia:

F (c1, t) = e 
–ρt      , 0 < γ < 1ct

γ
γ

Observe que V (ct) tiene la propiedad de que:

V' (0) =      |ct = 0
 = ∞ct

ct

γ

Ello forzará que el consumo sea positivo a lo largo del horizonte de pla-
neación. Al suponer un máximo y hacer las sustituciones correspondientes en la 
edp de hjb, se tiene:

0 = e 
–ρt ∂2Vt

∂St 
∂J (At, t) 

∂t 
∂J (At, t) 

∂At 2
ct
γ

γ

+ + At [θ1tμ +        (                 μ St +              σ2St )θ2t
Vt

∂Vt
∂t

∂Vt
∂St

+ 1
2

2
2+ r – r θ1t –      ] +                     At  [(θ1t σ)2

 + 2θ1tσ (              σSt) ∂2J (At, t) 
∂At 

ct
At

θ2t
Vt

∂Vt
∂St

1
2

+ (              σSt )
2
 ]    θ2t

Vt

∂Vt
∂St

(11)
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Ahora, se requiere es optimizar para ct, θ1t y θ2t por lo cual se obtienen 
las condiciones de primer orden:

             

∂J (At, t) 
∂At 

ct   =                         e ρtγ–1

θ1t = –
∂2J (At, t)
∂At 

∂J (At, t) 
∂At 

2

θ2t
Vt

∂Vt
∂St

∂2J (At, t) 
∂At 

At (μ – r) +                 At σ2        St2

At σ2

At (μV – r) +                 At             St

2
1

Vt

θ2t = –
∂2J (At, t)
∂At 

∂J (At, t) 
∂At 

2

θ1t σ2

Vt

∂Vt
∂St

∂2J (At, t) 
∂At 2

At             St σ2

2

2 ∂Vt
∂St

2(      ) 2

	

(12)

Para elegir la función J (At, t) que satisfaga la edp de hjb y toda vez que se 
trata de una ecuación diferencial parcial sin derivadas cruzadas (mixtas), su solución 
es un producto de funciones separables de tal forma que:

	
Aγ

γJ (At, t) = eρt h (t)
	 (13)

Esta expresión, junto con h(T) = 0, se debe a las condiciones de frontera 
de la ecuación hjb. Dado este candidato para J, se tiene:

	

∂J (At, t)
∂t e –ρt (h' (t) – ρh(t))     Aγ

γ=

∂J (At, t)
∂At

Aγ–1 e –ρt h(t)Aγ

γ= t

∂2J (At, t)
∂At

(γ – 1)Aγ–2 e –ρt h(t)= t2

t

t

	

(14)
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Si se sustituyen las derivadas de (14) en (12), se obtiene:

	

1
γ–1ĉt

 = At h     (t)

μ – r + (γ– 1) θ2t
 σV

 (γ– 1)σ
θ1t

 = – ˆ

μV – r + (γ– 1) θ1t
 σV

 (γ – 1)σV    
θ2t

 = – ˆ

	

(15)

Note que ĉ es lineal en la riqueza. A diferencia del marco determinista 
donde el individuo puede prescribir, con toda seguridad, cuál será su trayectoria 
óptima de consumo, en el caso estocástico, desafortunadamente, la trayectoria de 
consumo ya no puede ser determinada porque el consumo se convierte en variable 
aleatoria, situación más acorde con la realidad. En conclusión, la consideración del 
riesgo conlleva a cambios cualitativos y cuantitativos importantes en las decisiones 
de consumo. Asimismo, observe que las proporciones óptimas θ̂  1t y θ̂  2t forman un 
sistema redundante de ecuaciones lineales:

	

θ2t σV
 σ   θ1t

 +              = λ ˆ ˆ

θ1t σ
 σV   θ2t

 +           = λV ˆ ˆ

	

(16)

Donde:

                

μ – r
(1 – γ) σ2

λ =                       λV =                   .y μV – r
(1 – γ) σ2

V 	
(17)

Al hacer ζ = σV
σ :

	
= λ+

= λV+

θ1t ˆ ˆ ζθ2t

θ1t

ζ
θ̂2t

ˆ 	 (18)
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Lo cual implica:

=
1 

1 
λ

λV

A
ζ–1

θ1t

ˆ 
ˆ ζ

θ2t) ( )( ) ( } 

Sin embargo, de (18) se tiene que det(A) = 0, por lo cual el sistema no tiene 
una única solución, y por ende tiene una infinidad de soluciones. Ello significa que 
los premios al riesgo de mercado para la acción y para opción son combinaciones 
lineales uno del otro, lo cual es lógico porque la opción hereda propiedades del 
proceso de precios del subyacente.

3. Premio al riesgo

A partir del sistema de ecuaciones (18) se tiene que λ = ζλV, es decir, los premios 
al riesgo del mercado del subyacente y de la opción coinciden. Luego:

=
V

μ – r
(1 – γ ) σ2

μV – r
(1 – γ ) σ2

σV

σ

Lo cual conduce a:

=(µ – r) µV – rσV
σ

Después de hacer las sustituciones de mV y σV que se definen en (4), se 
obtiene:

	
+

2 
2 +

∂Vt

∂t
1 

σ2St2 
∂2Vt

∂St

∂Vt

∂St
rSt – Vt r = 0 

	
(19)

Esta es la ecuación diferencial parcial de Black-Scholes (1973) y Merton 
(1973), con la cual se valuará la opción americana y a la que para tal efecto se deben 
de imponer las condiciones de frontera correspondientes a la opción americana de 
compra y al límite estocástico de tiempo de paro t, esto es:
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	 t ≤ τ–

+
2 

2 +
∂Vt

∂t
1 

σ2St2 
∂2Vt

∂St

∂Vt

∂St
rSt – Vt r = 0

V (St, t) ≥ máx (St – K, 0)
	

(20)

Donde:

	 K = precio de ejercicio de la opción americana en el tiempo de ejer-
cicio t−  = mín {t, t̂  }, t̂   = tiempo de paro tal cuando se alcanza el valor 
máx {St = K, 0}.

4. Solución de la ecuación de hjb

Para encontrar la función h(t) definida en J(At, t) que resuelve la ecuación hjb se 
observa que la regla óptima de consumo es lineal en la riqueza, y se supone una 
solución de esquina para las proporciones óptimas asignadas a la tenencia del activo 
riesgoso y a su opción americana, de tal forma que θ̂  1t = 0 y θ̂  2t = 1. La interpretación 
de esta solución de esquina es que si el agente mantiene la opción cuánto estaría él 
dispuesto a pagar por dicha opción. Si se sustituyen en la ecuación (11) los valores 
de la ecuación (15) ĉt, mV, σV, θ̂  1t = 0 y θ̂  2t = 1, y se evalúan en el dinero las derivadas 
parciales en mV y σV (St = K) las cuales se denotan mediante:

mV|St = K = m̄  V

σV|St = K = σ̄  V

De esta manera, se obtiene:

         
– 2–

γ
γ–1γ

20 =  At {hʹ(t) + h(t)((– ρ) + γμV +      (γ – 1) σV )  + h    (t) (1– γ)}γ

	
(21)

Si se denotan mediante las siguientes constantes a los coeficientes en la 
ecuación anterior:

	 k2 = 1 − γ

σ2
v

– –K1 = (−ρ) + γ μv +     (γ – 1)γ
2

	
(22)
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se tiene la ecuación diferencial ordinaria:

	
0 = At    hʹ(t) + k1h(t) + k2h    (t)γ

γ

γ −1 ][ 
	

(23)

Si esta ecuación se cumple para todas At y t, entonces h(t) debe de resolver 
la ecuación:

	 h′(t) + k1h(t) = k2h    (t), h(T) = 0
γ

γ −1

	 (24)

Esta expresión es una ecuación de Bernoulli con p(t) = k1, q(t) = – k2 y 
n = γ/(γ – 1). Para transformar la ecuación de Bernoulli en una ecuación diferencial 

lineal de una función (desconocida), se sustituye z = h1–n (t) = 
γ
γ−1h  (t), de donde 

h(t) = z1–γ y h´(t) = (1– γ) z1–γ z´, al sustituir en (22) y multiplicar ambos lados de 
la ecuación por zγ/(1– γ) se obtiene:

	
z′ +             z = −             o bien   z′ =  − k11z −1            k1

(1−γ )
k1

(1−γ ) 	
(25)

Con:
z (T) = 0.

De esta manera:

	
k11(T−t) k11(T−t) k11(T−s)

t

T
z(t) = z(T)e         −e          ∫ e          ds, z(T) = 0

	
(26)

Simplificando se llega a:

z(t)    = −e          ∫ e          dsk11(T−t)

−tk11

k11(T−s)
T

t

= −e       ∫     e     ds−tk11 k11s

T

t

= −           (e     − e      )k11t

k11

e k11T

= −        (1− e          )k11(T − t)
k11

1

1
k11
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Es decir:

	
, z(T) = 0z(t) = −        (1− e          )k11(T − t)

k11

1
	

(27)

Por último, si se sustituye z(t) en h(t):

	
,  h(T) = 0h(t) = z1−γ (t) = −        (1− e          )k11(T − t)

k11 

1 1−γ

1−γ
	

(28)

5. Caracterización de la prima de una opción americana 

Note que la prima de la opción americana es más cara que la de una opción europea 
ya que se puede ejercer en cada instante desde la emisión del contrato de opción 
y hasta el tiempo de su madurez, lo cual dota al tenedor del contrato del derecho 
de obtener ganancias mayores que cuando se trata de una opción europea. Esto, 
aunado a que el ejercicio anticipado proporcione mejores ganancias. Además para 
el tipo de problema que nos ocupa, el tiempo de madurez es estocástico, ello exige 
que el derivado pueda ser ejercido en cualquier momento del tiempo, lo cual es una 
característica de la opción americana.

En el problema de valuación de la opción americana no sólo se debe 
de determinar el valor de la opción en cada instante, también hay que especificar 
si se ejerce o no la opción para cada valor de St. Usualmente esto se lleva a cabo 
estableciendo un valor crítico de S* para cada t. Sin pérdida de generalidad, se su-
pone que dicho valor es único. Luego, si St ≥ S* se está en la región de ejercicio y 
es óptimo ejercer la opción, y si St < S* no se halla en dicha región y lo óptimo es 
mantener la opción.

De esta manera, si la opción es ejercida cuando St < S*, entonces el precio 
de la opción americana de compra V = V (St,t), satisface la ecuación diferencial par-
cial:

	

∂Vt

∂t
+ 1 σ2S2 +        rSt −Vt r = 02 

∂2Vt

∂St
2 t

∂Vt

∂St 	
(29)

Dado que una opción americana es más cara que una europea, denotemos 
con e(St, t) al premio por el ejercicio anticipado de la opción, entonces:
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	 Vt (St, t) = cB–S–M (St, t) + e(St, t)	 (30)

	 e (St, t) = Vt (St, t) – cB–S–M (St, t)	 (31)

Donde:
	 cB–S–M (St, t) = precio de una opción europea de compra que satisface la ecua-

ción diferencial parcial lineal de segundo orden de Black-Scholes-Merton.

Toda vez que Vt (St, t) también satisface una ecuación análoga a (29) (con 
sus correspondientes condiciones de frontera), se tiene:

	

∂ε
∂t

+ 1 σ2S2 +        rSt −εr = 02
∂2ε
∂St

2 t
∂ε
∂St

	 (32)

Si se define el cambio de variable: u = t–  – t junto con los parámetros 
M = 2rσ–2 y G = 2rσ–2– 1, al multiplicar (29) por el parámetro M e incluir el cambio 
de variable, se puede expresar (32) como:

∂ε
∂u

10 = M                + 2rσ−2               σ−2 S2 + 2rσ−2         rSt − Mεr2
∂2ε
∂St

2 t
∂ε
∂St

∂u
∂t

∂ε
∂u

= − M         + r           S2 + 2r2σ−2        St − Mεr.∂2ε
∂St

2 t
∂ε
∂St

Dividiendo entre r y haciendo las sustituciones correspondientes:

	
M 0 = −              +           St

  + (G + 1)        St − Mε
r

∂2ε
∂St

2 
∂ε
∂St

∂ε
∂u

2 

	
(33)

Si se supone una solución de la forma e (St, t) = g(u) f (St, g(u)), con 
f (St,0) = 0:

	

∂ε
∂St

= g ∂f
∂St

∂2ε
∂St

2 = g ∂2f
∂St

2 

dg
du

∂ε
∂u

= f        +        g∂f
∂g

dg
du

dg
du=          f +        g∂f

∂g )(
	 (34)
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Al sustituir (31) en (29) y factorizar g, se sigue:

        

2 

2 

0 = −                      +          +           St + (G +1)       St − Mf∂f
∂St

∂2f
∂St

2 

1 
rg 

∂f
∂g

∂f
∂St

dg
du

dg
du

∂f
∂g ) ( M 

r 
f 
g 

0 = −          St  + (G +1)        St − Mf   1 +               1 +               ∂2f
∂St

2 
g 
f )( ) ( 

	

(35)

Si de manera similar a (28), se elige g(u) = 1– e–ru:

∂f
∂g

1 
rg 

g 
f 

g 
f 

dg
du

∂f
∂g ) ( − Mf   1 +               1 +                  = − Mf     1+                   1+

1− g (u)
g )( ) ( ) 

En consecuencia, (32) se transforma en:

             
2 ∂f

∂g
∂f
∂St

0 = −          St  + (G +1)        St − (1 − g) M        −       f∂2f
∂St

2
M
g 	 (36)

Se tiene entonces que Vt(St, t) = e(St, t) + cB–S–M (St, t), St < S*, donde el 
primer sumando es e(St, t) = g(u) f (St, g(u)), con g(u) = 1 – e–ru, y f (St, g(u)) satisface 
(36) y el segundo es la solución tradicional del modelo de Blake-Scholes-Merton. 
De esta manera, si el activo subyacente es conducido por el movimiento geométrico 
browniano en un mundo neutral al riesgo, entonces el precio Vt(St, t) queda com-
pletamente caracterizado por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales. Esta 
propuesta es una alternativa a los modelos más populares en la literatura financiera, 
para valuar opciones americanas con fórmulas aproximadas como son los de Whaley 
(1981) y Barone-Adesi y Whaley (1987).

Conclusiones

En esta investigación se caracterizó la prima de una opción americana mediante 
un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, provenientes de un problema de 
control óptimo estocástico planteado para modelar el proceso de toma de decisiones 
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de consumo e inversión de un consumidor-inversionista racional en un horizonte de 
planeación con fecha final estocástica. La valuación se llevó a cabo en términos 
de cuánto el consumidor-inversionista estaría dispuesto a pagar por un contrato de 
opción de compra del tipo americana.

La mayor parte de las opciones que se cotizan y negocian en los mer-
cados de derivados, ya sea en bolsas o sobre mostrador, son del tipo americanas. 
En el marco de la teoría de control óptimo estocástico, en tiempo continuo, se ha 
caracterizado el precio de una opción americana de compra (en un mundo neutral 
riesgo) mediante una ecuación diferencial parcial, dada en (36), así como la función 
g(u) = 1– e–ru  y la fórmula tradicional de Black-Scholes-Merton. Es importante 
destacar que g se calcula en términos de parámetros conocidos, pero (36) requie-
re de métodos para calcular soluciones aproximadas de f. Por supuesto, la tarea 
de encontrar soluciones aproximadas de f requiere de un trabajo computacional 
laborioso (métodos de diferencias finitas) y esto ya se encuentra en la agenda de 
investigación futura.
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