Los progresos técnicos
y la teoria de Carlos Marx

Alberto Benitez*

Introduccién

Este articulo estudia los efectos de los progresos técnicos sobre los precios, la dis-
tribucion del ingreso y la tasa de ganancia en un modelo de produccién simple (se
produce un bien por cada rama industrial).

Se consideran también las consecuencias de estos cambios sobre la rela-
cion entre las tasas de explotacién y de ganancia. Sobre esta base se evalla el
resultado expuesto originalmente por Marx bajo el enunciado de “ley de la tenden-
cia decreciente de la tasa de ganantia”.

Al considerar varios tipos de progresos técnicos encontramos que la tasa
de ganancia es susceptible de disminuir —para un nivel dado de la tasa de explota-
cion— solamente cuando se reduce el volumen del empleo. Ademas se demuestra
gue este efecto esta acotado dentro de un intervalo de variaciones posibles para la
tasa de ganancia cuyos limites no dependen de las cantidades de trabajo utilizadas.

Se identifican asi mismo, aquellos cambios técnicos que hacen posible el
aumento del limite inferior y/o del superior de este intervalo, y se establece que
ninguno de los progresos técnicos considerados los hace disminuir.

Por otra parte, se demuestra que los progresos técnicos ocasionan un au-
mento del ingreso real de los asalariados en cada nivel dado de la tasa de ganancia.

* Profesor-Investigador del Departamento de Economia demMalztapalapa.
1véase Marx (1985), Toma, tercera seccion.
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Asi ocurre incluso en el caso de que se produzca un incremento simultaneo en la
tasa de explotacion.

Considerando al conjunto de los efectos de los distintos tipos de progre-
sos técnicos sobre la distribucion del ingreso, se llega a la conclusién general de
que estos tienen un resultado opuesto al previsto por la mencionada ley.

1. Los precios de produccién

Para el caso se estudiara una economia en la que se pnotiees, uno en cada

rama de la produccion. A cada cual le corresponde un indice particular representa-
do mediante la notaciordq de tal forma qug, j = 1,2,3...nAl trabajo utilizado en

la industriak, se le asignara la notaciqryllas cantidades de este bien seran medi-
das en unidades de salario, al igual que los precios unitarios de los demas bienes
que seran representados mediante la notag¢idarg cada j.

Para simplificar la exposicion supondremos que se utiliza la cantidad to-
tal producida de cada bien en el periodo considerado como la unidad de medida del
bien correspondiente, de tal forma que se produce una unidad de cada bien. Por su
parte, la unidad de medida del trabajo sera el salario correspondiente a un cierto
tipo de trabajo (seleccionado arbitrariamente), durante el periodo de referencia. A
ella nos referiremos como la unidad de salario.

De igual forma, partiremos del supuesto de la inexistencia de capital fijo,
de que todas las compras se hacen al principio y las ventas al final del periodo,
fecha en la que también se paga el trabajo.

Para cada parej&,(j) seaa,; el numero de unidades del bjeque parti-
cipan directamente en la produccion de una unidad del byeselr la tasa de
ganancia con capitalizacion simple del periodo. De acuerdo con lo anterior, el cos-
to de la participacion del bigren la produccion del bidnesta determinado por el
producto:

ap(1+r)

Supondremos que para la produccion de cada bien se necesita, ademas
del trabajo, la participacion de al menos un bien producido por lo cual, pata cada
se verifica quey; > 0 para al menos ury también quéy > 0.

De esta forma, si todas las industrias obtienen la misma tasa de ganancia,
la relacién entre los costos y el valor de la produccién esta definida por el siguiente
sistema de ecuaciones:
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Fagp(l+n) +lk=pc k=1,2,...n (1.1)

De acuerdo con Hawkins y Simon (1949), se dice que un sistema de este
tipo es productivo si la cantidad total de cada bien que participa en la produccion de
una unidad del mismo bien es menor que uno. En este caso se verifica el siguiente
resultado.

Teorema 1. Si el sistema (1.1) es productivo, entonces existe un intervalo
de la tasa de gananci@,[H donde: a) R > O, b) para todo valorrdenntenido en
este intervalo el sistema determina una solucion Unica, en lgjeudly jy c) el
valor de la unidad de salario tiende a cero, medida con al menos uno de los bienes,
cuandor tiende &R.

Prueba: véase Benitez (1995).

2. La distribucién del ingreso y la tasa de ganancia

El sistema (1.1), permite establecer la distribucion del producto neto entre el total
de los salariosn) y las ganancias para cada valor deara ello se suman vertical-
mente cada una de sus ecuaciones, obteniendo:

3k 2 ag(L +1) + 2l = Sk
23 agpr+ Sl = 2 2 3 agh;
= 2B - 2) 2k agpy
Zij agpr + = Zj(l- Zkakj)pj (2.1)

El primer término de (2.1) es la ganancia correspondiente a la inversion
realizada, el segundo el monto de los salarios pagados y el término de la derecha es
el valor del producto neto.

Para cadase representara copel excedente producido del bien corres-
pondiente, de tal forma qee= 1 - 3 & para cada bien. Supondremos q4@&0y
j Y que la desigualdad se cumple para al menos un j.

Dividiendo los dos términos de (2.1) por el producto neto se obtiene:

2 3 Py 1 2 o+ 2 e/ i o= 1
Para simplificar la notacion, se define:

K = 3 3 a2k cupx y (2.2)
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W = X lie/ 2 o (2.3)
lo que permite escribir (2.1) de la forma siguiente:
Kr+w=1 (2.4)

Las siguientes propiedades deamo funcion de son bien conocidas,
pero conviene recordarlas aqui para lo que a continuacion trataremos: a) el primer
término de (2.1) se anula cuando r,/#0r lo quew = 1 para este valor dg b) los
precios medidos en unidades de salario (0 de trabajo) son funciones mondétonas
crecientes depor lo quew es una funcién mondétona decreciente ele el interva-
lo [0, R[?y, ¢) cuanda tiende aRel precio de al menos un bien, tiende al infinito,
lo cual hacgjuew tienda a cero en este cdso.

Estas propiedades se pueden apreciar en cualquiera de las figuras presen-
tadas mas adelante, en la seccion 5.

Por otra parte, dado quees una funcién mondétona decrecienter de
existe una funcion inversa= r(w), la cual es también monétona decreciente y
disminuye en el intervalfik,O] cuando w aumenta @, 1]. Se representa a esta
relacion en el segundo cuadrante de la Figura 3.1.

3. La tasa de explotacion y la distribucién del ingreso

La obra de Marx ha generado una abundante literatura que —entre otras cosas—
propone diversas maneras de interpretar el concepto de valor.

Para los fines de este articulo resulta necesario adelantar algunas hipote-
sis que permitan establecer una relacion cuantitativa entre la tasa de explotacion y
la distribucion del ingreso.

De acuerdo con Marx el valor creado durante un proceso de produccion
es igual a la cantidad de trabajo abstracto efectuado en el mismo. Ahora bien, el
trabajo abstracto es aquel que “se realiza” cuando sus productos encuentran salida
en el mercadb.

Por ello resulta util la siguiente hipétesis: todos los bienes producidos
durante el periodo considerado encuentran comprador en el mercado.

Por otra parte, los bienes no se venden generalmente a sus valores, mas
bien —y particularmente en el modelo aqui estudiado— a sus precios de produccion.

2 Sobre los precios salarialeswvéase Sraffa (1960).
3 Véase Benitez (1995).
4 Marx (1985: vol. 1, primera seccion).
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Por este motivo, aunque un bien se venda puede recibirse a cambio de él una canti-
dad de valor distinta al tiempo de trabajo que costé producirlo.

Sin embargo, si todos los bienes se venden en una economia cerrada, la
totalidad del trabajo concreto se “realiza” independientemente de la falta de equi-
valencia en los intercambios.

En otro aspecto, es conveniente adoptar también la hipétesis siguiente: el
capital fisico es el mismo al principio y al final del periodo.

En efecto, de acuerdo con Marx el valor del capital constante sélo se
transfiere al valor del producto. Por dicha razén esta hipétesis —junto con la ante-
rior— nos garantiza que el valor creado durante el periodo es igual al valor de la
coleccioén de bienes que integran el producto neto.

Dada esta igualdad, la fraccién de dicho valor que corresponde a los
salarios, es decw, es igual a la fraccion del valor creado que Marx llama “tiem-
po de trabajo necesario”. Por su parte, lo que corresponde a la ganancia, es decir
1 - w, es igual a la fracciodel valor creado que corresponde al “tiempo de trabajo
excedente”.

De acuerdo con lo anterior, la tasa de explotacipsd@ncuentra deter-
minada por la ecuacion:

p=(1-w)w (3.1)

Lo que nos indica que es una funcion mondétona decrecientewd=n
dominio en el interval$O,R] y con rango efO, X]. Esto implica que existe una

funcion inversav = w(p) con dominio erfO, X[ y con rango eff0,1]. La cual se
puede obtener despejanden (3.1):

w = 1/(p + 1) (3.2)

Las dos funciones son equivalentes para el analisis matematico aunque
describen aspectos distintos del mismo fenédmeno econémico. Se les puede apre-
ciar en el tercer cuadrante de la Figura 1, considerando como variable independien-
te y de manera alternativa, tanto a la que se mide en el eje vertical como a la que
existente en el horizontal.

Conviene observar que las relaciones que se han establecido dependen
sélo de la proporcion en la cual el valor creado se divide en aquellas dos fracciones
de tiempo de trabajo sefialadas. No dependen por lo tanto de la magnitud de dicho
valor.
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Esto tiene interés porque la medicién establecida es valida indepen-
dientemente del tipo de trabajo que se haya llevado a cabo, ya sea simple o
complejo. También de la posibilidad de establecer una equivalencia entre estos
altimos.

Asi mismo cabe destacar que es independiente de la relacion entre las
cantidades de trabajo (abstracto y concreto), utilizadas en la produccién y los pre-
cios particulares de cada bien.
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Por otra parte, la relaciéon entre la tasa de explotacion y la tasa de ganan-
cia se puede expresar mediante la formedaw( p)]. De acuerdo con las defini-
ciones que hemos dado de®mo funcién de y der como funcién dev se infiere
guer es una funcién monotona crecienteodauyo rango es el intervalo [O, R[
con dominio erfO, X].

En la Figura 1 se representa la funcion compuesta r spjJwi.os valo-
res dep se indican en las semirrectas que parten del origen hacia abajo y hacia la
derecha, los de& en el semieje horizontal izquierdo y losrden el semieje restan-
te, todos con signo positivo.
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A cada nivelp; de la tasa de explotacién corresponde un punto de la
funcionw(p) que se presenta en el tercer cuadrante. A su vez a este corresponde
otro de la funciém(w) en el segundo cuadrante y, a este ultimo, corresponde otro
de la funciérr(p) en el primer cuadrante. Esta tltima funcién tiene como asintota
la recta horizontal de altura iguaRa

4. Definicion de los progresos técnicos y sus efectos sobre los precios

Dada la diversidad de los cambios tecnoldgicos posibles restringiremos nuestro
analisis a aquellos que son equivalentes a la substitucion de un plan de produccion
por otro mas eficiente, de acuerdo con la definicion de eficiencia usual en la econo-
mia matematica contemporarea.

De esta manera consideraremos s6lo aquellos cambios que caben dentro
de la definicion siguiente:

Una industria aumenta su productividad si disminuye la cantidad de al
menos uno de los insumos aprovechados o, bien, si aumenta la cantidad de bienes
gue ofrece sin que varien, en el primer caso, los otros insumos ni la cantidad produ-
cida, y en el segundo, los insumos utilizados.

Estos cambios tienen la propiedad —no exclusiva de ellos— de que la can-
tidad total de trabajo utilizado directamente y en forma indirecta en la produccién
de al menos un bien disminuye, sin que aumente la cantidad utilizada en la produc-
cion de ningun otro bien.

La proposicion siguiente expone los efectos de un progreso técnico sobre
los precios de los bienes producidos.

Teorema 2. Para toda [O, R[ un incremento en la productividad dismi-
nuye el precio de los bienes, en cuya produccion participa (en forma directa y/o
indirectamente) la rama en donde ha tenido lugar el incremento. Los demas precios
no se alteran.

Prueba: véase el Apéndice A.1.

Como se sefiala en Benitez (1995), algunos incrementos en la productivi-
dad hacen que la tasa de ganancia maphaymente, mientras que otros no la
afectan. Sin embargo, para simplificar la exposicion supondremoR goese
altera, salvo cuando se indique lo contrario.

5 Vvéase Takayama (1985).
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5. Efectos de los progresos técnicos sobre la relacion entrg r

Para facilitar las referencias distinguiremos tres tipos de progresos técnicos: a) los
que disminuyen la cantidad requerida de un bien producido que es utilizado en
alguna industria o bien aumentan la cantidad producida de uno de estos bienes, b)
los que aumentan la cantidad producida de un bien destinado exclusivamente al
consumo, y c¢) los que disminuyen la cantidad de trabajo que se requiere para pro-
ducir algun bien.

A continuacion analizaremos los efectos de cada tipo de cambio tecnolo-
gico sobrew, bajo el supuesto de que el Gnico cambio ocurrido es el sefialado en
cada caso y de que se mantiene fijo el valar. de

5.1 Cambios de tipo A

Estudiaremos sucesivamente las dos modalidades en las que se pueden presentar
este tipo de cambios.

5.1.1 Disminuye la cantidad requerida de un bien producido que se ocupa en la
industriah.
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En este caso, de acuerdo con el Teorema 2 ningun precio aumenta. Por lo
tanto, sir > O, al menos uno de los sumandos del primer término de lado izquierdo
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(2.1) disminuye, sin que ninguno aumente y sin afectar el segundo sumando del
mismo lado. Lo cual implica que el lado derecho de esa ecuacién también disminuye.

En consecuencia, la suma de los salarios aumenta con relacion al segun-
do miembro de la ecuacion, lo que significa gusera mas grande para cada valor
der ¢ [O, R[. Al mismo tiempo, el valor deaorrespondiente a cada nivelwe
[O,1] sera también mayor. Véase la Figura 2.

Conviene ilustrar lo anterior con un ejemplo numérico.

Ejemplo 1. Considérese una economia que produce un solo bien con ayu-
da de una unidad de trabajo y de media unidad del mismo bien. Si los precios se
miden con el producto neto, la ecuacién de produccion es la siguiente:

(172)p(1 + 1) +w=py (5.1)

Supondremos que en un momento dades igual a . Puesto que el
valor del producto neto es igual(®#2) p se verifica la relaciéon w = (1/4).p
Substituyendo en la ecuacién anterior se obtiene:

Q/2)p(1 + 1) + (1/4) pr= p1

De lo que se infiere que= °,

Supondremos que un progreso técnico viene a disminua eantidad
requerida del bied en la produccion. La ecuacion de produccion se escribiria
ahora de la forma siguiente:

/D)1 +r1r) +w=pq (5.2

El producto neto habra aumentado siendo ahora igual {@d)io cual,
si w sigue siendo igual ase verifica ahora la relaciém = (3/8)p. Sustituyendo
este resultado en la ecuacion anterior se obtiene:

(1/4)p(1 + 1) + (3/8) pr = p1

De donde se infiere que= 3/2, demostrando que aumento con el incre-
mento en la productividad.

5.1.2 Aumenta la cantidad producida de un bigue participa
en la produccién de al menos un bien.

En este caso el precio del biedisminuye, de acuerdo con el Teorema 2, sin que
ningun precio aumente. En consecuencia, si rdisthinuye al menos uno de los
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sumando del primer término del lado izquierdo en la ecuacion (1.2) sin que el
segundo término del mismo lado se altere. Por lo tanto ocurre exactamente lo mis-
Mo que se sefala en el caso anterior.

Lo que precede se ilustra con el siguiente caso particular.

Ejemplo 2. Considérese la gituacién descrita en el ejemplol antes del
cambio en la productividad, cuando r ssiw = 1/2

Supongamos esta vez que un progreso técnico duplica la cantidad produ-
cida sin que se modifiquen los insumos. La nueva ecuacion de produccién sera:

QA2)p(1 +r1) +w=2p; (5.3)

Si tomamos ahora como unidad de medida de las cantidades del bien a la
totalidad de la nueva produccion, esta ecuacion se escribiria igual que la ecuacion
(5.2). Por este motivo, la tasa de ganancia que correspondera seré también
3/2.

El lector puede corroborar lo anterior resolviendo directamente a partir
de la ecuacion (5.3), segun el procedimiento expuesto en el ejemplo anterior.

5.2 Cambios de tipo B

A continuacion consideraremos el aumento en la cantidad producida de un bien h
que no participa en la produccién de ningun bien.

En este caso, ninguno de los dos términos del lado izquierdo de (2.1) se
altera, por lo cual el valor deno sufre ninglin cambio, como se puede apreciar en
el ejemplo siguiente:

Ejemplo 3. Tomaremos la economia descrita por el siguiente sistema de
ecuaciones:

A2)p(L +r1) + (12w =p (5.4)
@/ D)p(L + 1)+ (112w =p,

En este caso el producto neto equivdlE@p, + p,, por lo cual, si la mitad
del mismo corresponde a los salarios se verifica la relaciii1/8)p, + (1/2)p.
Substituyendo el valor d& en el sistema (5.4) se obtiene, después de
simplificar:

(7-8Np-4p=0 (5.5)
-5+4nNp. +12p, =0
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Resolviendo este sistema se obtiere597.

Supondremos ahora que un progreso técnico permite duplicar la cantidad
gue se produce del bien 2 sin que nada méas cambie. El nuevo sistema de ecuaciones
de produccion se escribiria de la forma siguiente:

(12)p(1 + 1) + (1/2)w =, (5.6)
Q)1 + 1) + (12w =2p

El nuevo producto neto equival¢ld4)p, + 2p,, por lo cual, si la mitad
del mismo corresponde a los salarios se verifica la relacmil/8)p + po.

Substituyendo el valor d& en el sistema (5.6) se obtiene, después de
simplificar:

(7-8N)p.-8p=0
-5+4nNp.+24p, =0

Por las propiedades de los sistemas de ecuaciones lineales, se sabe que al
dividir los coeficientes de una columna por un namero positivo, la solucién no se
altera. Podemos por lo tanto dividir enZréos coeficientes dp, en este sistema
obteniendo asi de nueva cuenta el sistema (5.5), lo que demuestra que la tasa de
ganancia no cambia.

Obsérvese que la division que acabamos de efectuar equivale a duplicar
la unidad de medida de las cantidades del Bjda cual, como se sefial6 en el
ejemplo 2, no tiene por qué afectar la tasa de ganancia.

5.3 Cambios de tipo C

Paraestudiar el efecto de una disminucion en la cantidad de trabajo utilizada en
una industrieh, conviene distinguir las dos situaciones que se analizan a conti-
nuacion.

5.3.1: El bierh no participa en la produccion de ningun bien

En este caso disminuye el segundo término del lado izquierdo de (2.1) sin que el
primero se vea afectado. En consecuencia, el valor skya mas pequefio para
cada nivel de £[O,R[ y, al mismo tiempo el valor desera mas pequefio para cada

w ¢]0O,1[. Véase la Figura 3.
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Ejemplo 4. Tomaremos como punto de partida la situacion descrita en el
Ejemplo 3 antes del cambio de productividad, domde” cuandor = .597.
Supongamos que se logra disminuired nimero de unidades de traba-
jo utilizadas en la produccién del bien 2 sin que se modifiquen los demas coeficien-
tes del sistema 5.4. Si los precios se miden en unidades de salario, a la nueva situa-
cion corresponde el siguiente sistema de ecuaciones:

(12)pm(L + 1) +° =py (5.7)
@Hp(L +nr)+1/4=p,

Calculando los precios para .597 resultgp; = 2.48y p, = 1.24

Dado que el nuevo producto neto es igudl/d)p, + p, su valor en uni-
dades de salario es #ié86 Por su parte, los trabajadores reciben ahora solamente
.75 unidades de salario, por lo cual el valowdeedido con el producto neto sera
igual a.75/1.86 es decir habra descendidala .

Figura 3
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5.3.2 El bierh participa en la produccion de al menos un bien.

En este caso, tanto el primero como el segundo término del lado izquierdo de (2.1)
se veran disminuidos. En consecuengiaera mas grande o bien mas pequefia
segun la proporcién en la que el bieafecte el valor del capital.
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Como a su vez lo anterior depende del nivel particulaypi@ede ocurrir

gue el mismo cambio técnico haga creggrara ciertos niveles deen tanto que

para algunos otros la haga disminuir.
Para ilustrar esta situacion se presenta a continuacion un caso particular.
Ejemplo 5. Considerémos el siguiente sistema de produccion:

pr(l+r)+1=2p (5.8)
prl+n)+l2=p
P2(1 +1)+6=p3

En este sistema el producto neto es igual a una unidad dé yieor
otra parte, la tasa maxima de ganancia es igual a 1

Supongamos que el progreso técnico consiste en la disminucién de la
cantidad de trabajo utilizada en la segunda industria. Para estudiar el efecto de este
cambio sobre la relacion entrey w expresaremos primero el valor decomo
funcioén del,.

Substituyendg, en la tercera ecuacion de (5.8) por su costo de produc-
cion, se obtiene:

ps=[P2(1+ 1) +1](1+1) +6 (5.9)

Por otra parte, de la primera ecuacién del mismo sistema se infiere la
relacion:

pr=1/(1-r)

Substituyendo ahora en (5f@)por el lado derecho de esta Ultima ecua-
cion se establece una formula que expresa el valor del producto neto como funcion
der y de las cantidades de trabajo utilizadas. Después de simplificar, resulta:

Ps= (@A +NAAL-1)+1x(1+1)+6 (5.10)

Substituyendo en (2.3) el denominador por el lado izquierdo de esta ecua-
cion y el numerador por la suma de las cantidades de trabajo del sistema (5.8) se
obtiene:

W=7+ [ +1) H(L-1)+ 1oL +1)+ 6]
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Que expresa como funcion dé, y der. Derivando con respectday
substituyendo el denominador por el lado izquierdo de (5.10) resulta:

W(L)=[L+1)2(L-1)+11+1)+6-(2+7)L+n) ps°

Después de simplificar el numerador la férmula anterior queda de la for-
ma siguiente:

w (1) =[(8r *-4n)/(L -]/ psd

El signo de la derivada esta determinado por el numerador del lado iz-
quierdo, su valorgepende del nivelrdees independiente del valor deEs igual
a cero cuando= , menor que cero cuande 10,1/2[ y mayor que cero cuando
rell/2,1].

En consecuencia, aumenta cuando se redugesi r se encuentra en el
primer intervalo mencionado, disminuye sista en el segundo y no se alterassi.

Se ilustra lo anterior en la Figura 4, en dowdew” representan el valor
del salario, respectivamente antes y después del cambio técnico.

Figura 4
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6. Limite para la disminucién de la tasa de ganancia al disminuir las
cantidades de trabajo utilizado

De los tres tipos de progresos técnicos estudiados en la seccién anterior, solamente
los de tipo C son susceptibles de hacer disminuir la tasa de ganancia correspon-
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diente a algun nivel dg, aunque no lo hacen en todos los casos y pueden inclusive
producir el efecto contrario.

Sin embargo, dada esa posibilidad conviene aclarar hasta qué grado las
reducciones en la cantidad de trabajo utilizado pueden disminuir el valoudado
se mantiene constante la tasa de explotacion.

En esta situacion, dicha disminucion esta acotada por el limite estableci-
do en el siguiente resultado.

Teorema 3. Dado un sistema de tipo (1.1)ksé@ minima cota superior
parakK como funcion de las variabley iy (k = 1,2,...,n)definidas sobre los inter-
valos[0,R[ y (para cad¥) 10, x[ respectivamente. Entonces:

independientemente de las cantidades de trabajo utilizadas

c) los progresos de tipo A disminuyen o bien no alteran el val&tr, de
mientras que los de tipo B o C no lo afectan,

d) la disminucion de Kefalado en ¢) aumenta el limite inferior del inter-
valo presentado en b) y en algunos casos también el superior, sin que exista una
cota superior para estos incrementos.

a)K es un namero real superior a cero,

b) para cada nivel dado dese verifica:

ref(l-w/K,R] (6.1)
y, para el nivel correspondiente e
re[(p/(p+ 1K,R] (6.2)

Prueba. Véase el Apéndice A.2.

Se representa el significado de este teorema mediante las Figuras que
aparecen en la seccién siguiente. Aqui nos limitaremos a exponer dos ejemplos
NUMEricos:

Ejemplo 6. Retomando el caso estudiado en el Ejemplo 3. El producto
neto es iguall/4)p, + p, y el capital e$3/4)p, por lo tanto:

K = (3/4)p/[(1/4)p1 + p2] (6.3)

En este caso el valor del capitid) (puede cambiar por una variacién de
r o del nimero de unidades de trabajo utilizadas, como se puede apreciar en el
Ejemplo 4.
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Sin embargo, existe una cota superior garRara establecerla inicia-
remos por sustituir en (6.3) el precio del bipor su costo de produccion, se
obtiene:

K = (3/4)p/[(L/4)py + (L4)py(L + 1) + (L/2)w ] (6.4)
= (314)p[( 1/2 + (L/4)")py + (L/2)w |

Dado que w r son siempre positivas se sigue gugera siempre inferior
al valor determinado por la ecuacion anterior cuangdar cantidad de trabajo
utilizada en la segunda industria sean iguales a cero. De esta manera:

K = (3/4)p/(1/2)p, = 3/2

Para demostrar que 3/2 es la minima cota superior para los valétes de
representaremos cénla cantidad de trabajo utilizada en la segunda industria. Por
otra parte, cuando= 0, la primera ecuacion de (5.4) permite establecer la equiva-
lenciaw = p;. En consecuencia, para este valor €& posible sustituir en la segun-
da ecuacién de dicho sistema el costo salarialpg@rlo que a su vez permite
escribir (6.4) de la forma siguiente:

K= (@3/4)p/[(1/2)ps + 12 pi]

Esta expresion permite advertir que, haciendo disminuir suficientemente
la cantidad de trabajo utilizada en la rama dos, los valorksddéerminados por
(6.4) pueden acercarse a 3/2 tanto como se desee. En consecuergia, K

Dado queRr = 1, al sustituir por este valor y por 385 variables corres-
pondientes en (6.1) y en (6.2) se obtiene:

re[(1 - w)(2/3),1] = [20/3(0 + 1),1] (6.5)

Estas formulas indican los limites inferior y superior, entre los que se
encuentra para cada nivel dado deo dep. Para ilustrar esto retomaré el Ejem-
plo 3.

De acuerdo con lo que alli se expone, cuamdo’ la tasa de ganancia
es 597. Al disminuir a la mitad la cantidad de trabajo utilizada en la segunda indus-
tria, la situacion corresponde al sistema (5.7).

Si w se mantiene igual oaseguirét siendo equivalente a (1/8)+pp2,
pero esta canasta corresponde ahora a una cantidad de trabajo menor, por lo que
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habrd aumentado el salario real (véase la seccion siguiente). Al distribuir esta co-
leccién de bienes proporcionalmente a las cantidades de trabajo utilizadas en cada
rama corresponderan las dos terceras partes a la primera y el resto a la segunda.

Substituyendo el ingreso de los asalariados con estas cantidades en (5.7)
se obtiene, después de simplificar:

[(5/12) - (112)] p1- (213)=0
-[(7/24) + (4/N)] p1 + (5/3) p= 0

Resolviendo resulta= .5.

De esta forma la tasa de ganancia disminuy6é dea5®¢omo conse-
cuencia de la reduccion en el nivel del empleo.

, Este resultado concuerda con el inciso b) del Teorema 3 ya que, cuando
w = , r no puede ser inferior #3. Lo cual se determina substituyensqor
en el primer intervalo de (6.5)g/por1 en el segundo.

Por otra parte, un cambio de tipo A disminuiria el coeficienia ée el
numerador de (6.4) o bien aumentaria al primer sumando del coeficigaends
denominador de la misma formula. Por lo taitalisminuiria como se sefiala en
el inciso c) del Teorema 3.

Ejemplo 7. Considérese el sistema siguiente:

@mp@+n+1in=p; (6.6)

Que permite conocer los precios en unidades de salario para cada valor
dado den, el cual —conforme se incrementa la productividad— adopta la serie de los
nameros naturales a partir 2e

El valor deK esta determinado por la relacion:

@mp/d-1nyp=1/(n-1) (6.7)

Dado queR corresponde al nivel cero de salario, se verifica la ecuacion
siguiente:

@ pl+R)=p (6.8)

De la que se infiere que=n-1
En consecuencia, segun (6.1), para cada nivelsiewerifica:

ref(1-w)(n-1),n-1]
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Esta relacion permite observar que al disminuir la cantidad de trabajo y
de capital en la misma proporcién, el valor d®rrespondiente a cada nivelwle
crece sin que haya una cota superior para esta evolucion.

7. Efecto combinado de los progresos técnicos sobre las relaciones entrev
yentreryp

Las Figuras que se presentan en esta seccion permiten visualizar el efecto de los
distintos tipos de progresos técnicos sobre las funcie(riey r(o).

A continuacién sefialaremos algunos efectos inmediatos de los cambios
técnicos sobre dichas funciones y, mas adelante, se mostraran varias consecuencias
de una sucesion de estos cambios sobre las mismas.

7.1 Consecuencias inmediatas de los progresos técnicos

El segmento de recféD,1),(1K,0] en la Figura 7.1 se construy6 con base en la
relacién (6.1). La abscisa de cada punto de este segmgritadica el valor del
limite inferior del intervalo correspondiente a cada nivel de la distribucion del in-

greso ).

Figura 5
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Por lo tanto, la gréafica de @omo funcion de se situara en el cuadrilate-
ro delimitado por el segmento sefalado y por el segnjig@),(R,1)]
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De acuerdo con el Teorema 3, algunos progresos técnicos de tipo A dis-
minuyen el valor d&, mientras que otros no lo alteran. En el caso de los primeros
se produce un desplazamiento hacia la derecha el (UKt®).

En consecuencia, estos progresos ocasionan el estrechamiento de la base
del cuadrilatero irregular presentado en la Figura 5y, en el caso de que produz-
can también un incremento B¢ se da un desplazamiento de esta base hacia la
derecha.

Por su parte, la disminucion en las cantidades de trabajo utilizadas puede
ocasionar el desplazamiento de la curvav(iehacia el lado izquierdo del cuadri-
latero. Aunque esto no ocurre en todos los casos y en algunos se podria presentar el
efecto opuesto.

Por otra parte, en la Figura 6 se representa la relacion (6.2):

Figura &
i
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El limite inferior del intervalo correspondiente a cada nivel de la tasa de
explotacion ;) esta indicado por la altura de la cupigo+ 1)K en ese punta).
Esta curva es mondétona creciente y tiene como asintota la recta horizontal de orde-
nada igual /K. El limite superior del mismo intervalo, para todos los valores de
r, esta representado por la recta horizontal de ordenada igual a

6 R aumenta sélo con aquellos cambios de tipo A que aumentan la tasa de reproduccion fisica del sistema.
Véase Von Neuman (1945).

39 Analisis Econémico



De esta manera, la curva K@) se ubicara entre la curva y la segunda
recta que se mencionan en el parrafo anterior.

Los cambios de tipo A que disminuyen el valoKdprovocan el despla-
zamiento hacia arriba de la cupfdo + 1)K para cada nivel de> 0, mientras que
los de tipo C desplazan hacia abajo la curva correspondiente a r(

Aunque esto Ultimo no ocurre necesariamente para todos los valores de
se puede prever gque las dos curvas tienden a acercarse como consecuencia de los
diferentes tipos de progresos técnicos. En efecto, los cambios de tipo A tienden a
desplazar hacia arriba el interv§0,1/K),(0,R)]—por las razones que se apunta-
ron al comentar la Figura 7.1— lo que produce este acercamiento.

7.2 Efectos de una secuencia prolongada de progresos técnicos

De acuerdo con lo sefialado, si se considera una sucesion suficientemente larga de
los tres tipos de cambios estudiados, la Figurav(@gese acercard al segmento
[(0,1),(1K,0)] por lo que tender& a ubicarse entre éste y la diagonal principal del
cuadrilatero representado en la Figura 7.

Por otra parte, como el segme[(tiK),R] se aleja del eje vertical hacia
la derecha, el angulo formado por la diagonal principal y el segniignig,
(1/K,0)] se reducira cada vez mas, lo que acercara a la grafig@dela diagonal
principal.
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Por lo tanto, si los progresos técnicos se dan en la medida suficiente la
curva dew(r) tendera a confundirse con el segmento [(0,1),(RA03pntinuacion
sefialaré tres consecuencias de esta evolucion:

a) Las variaciones deafectaran menos el valor del capital.

En efecto, se infiere de (2.4) que para cada pimto;) de la funcion
w(r) se verifica:

K=(1-w)r (7.1)

Lo que corresponde a la tangente del angulormado por el eje hori-
zontal y la recta que atraviesa por los pufitgsl) y (0, wy) como se ilustra en la
Figura 7. Ahora bien, este angulo seria el misthpdra todos los valores dsi la
gréafica dew(r) fuera el segmentd0,1),(R,0)]

Por este motivo, en la medida en la que la gréfica(dese acerque a la
diagonal sefalada, los efectos de las variaciones en el nivedlieK seran mas
pequefias.

b) Conforme aumenta la productividad, una misma variacién @esv)
causara cambios cada vez mas grandes en el vatomgentras que la misma
variacion de r Ar) producird cambios cada vez mas pequeiios en el valor de
Véase la Figura 8.
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c¢) El cambio sobre ocasionado por la misma variacion @éAp) seréa
cada vez mas grande conforme aumenta la productividad. Por su parte, la misma
variacion der daré lugar a cambios cada vez menores en la tasa de explotacion.
Véase la Figura 9.

Figura 9

Finalmente, cabe sefialar que la relacion entrn@ no se ve afectada por
los progresos técnicos, como se infiere de las ecuaciones (3.1) y (3.2).

8. Los progresos técnicos y el salario real

Representaremos cem la fraccion del producto neto que equivale a la unidad de
salario. La relacion entiey w esta dada por la férmula siguiente:

S = W/Ukl K (8.1)

El efecto de los cambios estudiados sobre esta variable se sefiala en la
proposicion siguiente.

Lema 1. Los progresos técnicos de tipos Ay C producen un incremento
en el valor des correspondiente a cada nivelanientras que con los de tipo B
dicho valor permanece constante.
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Prueba: de acuerdo con sus definiciones respectivas, los progresos de
tipos Ay B no alteran el nivel del empleo. Por otra parte, de acuerdo con la seccion
5 los primeros aumentan el valorwecorrespondiente a cada nivelrdaientras
que los segundos no lo alteran.

En consecuencia, se sigue de (8.1) que con los progresos de $ipo A,
aumenta para cada nivel demientras que con los de tipo B no se modifica.

Para estudiar el caso de un progreso de tipo C en una indhstsalta
conveniente sustituir, en (8.1y,por su equivalente en la ecuacién (2.3). Se ob-
tiene:

S = [Zi /2 ap ] 2 Ik
De lo cual se infiere que:

j=h

s=UC;gp+cp) (8.2)

Cuando los precios estan dados en unidades de salario.

De acuerdo con el Teorema 2, el precio del bidisminuye como con-
secuencia de la disminucion en la cantidad de trabajo utilizada en |a,fanqae
implica quecyp, disminuye si se mantiene constantdor otra parte, segun el
mismo teorema, los precios restantes disminuyen o bien permanecen constantes,
por lo que ocurre igual con el primer término del denominador de (8.2), lo cual trae
como consecuencia el crecimiento de s

Por otra parte, es conveniente representar al producto neto mediante el
vector(cy, Cp,...,G) que contiene las cantidades de cada bien producidas en exce-
dente. Definiremos el salario real como la canasta de bienes que se obtiene al mul-
tiplicar este vector pas, es decir:

s(Cy, CopevesGy) (8.3)

De esta manera, el salario real es un conjunto de bienes equivalente al
poder adquisitivo del salario. El efecto de los progresos técnicos sobre este conjun-
to queda establecido en la proposicion siguiente.

Teorema 4. Siempre que se introduce un progreso técnico aumenta el
salario real correspondiente a cada nivel.de

Prueba: de acuerdo con el Lema fiuede aumentar o bien permanecer
constante como consecuencia del progreso técnico.
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Ahora biensaumenta sélo con los progresos técnicos de tipos Ay C, de
los cuales los primeros ocasionan también que aumente el excedente de una mer-
cancia sin que los demas se modifiquen, mientras que con los segundos permanece
constante el producto neto. Por lo tanto, de acuerdo con (8.3) csiamch@nta
también aumenta el salario real.

Por otra parte, cuando se introduce un progreso técnico de tipo B, que es
el inico caso en el qegpermanece constante, aumenta al menos una de las canti-
dades de bienes que integran el producto neto sin que las demas se alteren. De esta
manera, de acuerdo con (8.3), aumenta también el salario real.

Cabe sefialar que seleccionamos una definicion del salario real a nuestro
parecer adecuada para identificar el efecto que sobre él tiene el progreso técnico.
Ya que este ultimo afecta necesariamente el precio de al menos uno de los bienes
gue forman parte del producto neto y afecta también a cualquier parte fraccionaria
del mismo.

Sin embargo, se puede definir el salario real como el poder de compra del
mismo, sobre cualquier conjunto de bienes escogido arbitrariamente. De esta for-
ma, es posible que se presente en las dos situaciones siguientes.

Si la canasta elegida incluye al menos un bien en cuya produccion parti-
cipa (en forma directa o indirectamente) la industria en donde la productividad
aumento, se tendrd un incremento en el salario real, ello por los mismos argumen-
tos que ya se expusieron.

En caso contrario ocurrird un incremento en el salario real, siempse que
crezca, pero permanecera idéntico cuanao sumenta.

Conclusiones

Marx (1975) estudié los efectos de un incremento en la productividad sobre la
relacion entre la tasa de ganancia y la tasa de explotacion. Llegé a la conclusion
general de que la primera disminuye si se mantiene constante la segunda.

Partiendo de que la competencia fomenta continuamente la introduccion
de mejoras técnicas, Marx supuso que el desarrollo del capitalismo tendria como
consecuencia necesaria la disminucion permanente (salvo por incrementos inesta-
bles) de la tasa de ganancia si se mantenia constante la tasa de explotacion.

Puesto que la motivacion principal del capitalismo es la ganancia, esta
situacion haria disminuir a largo plazo el incentivo principal de la inversion. Por lo
tanto, para evitar dicha disminucion los capitalistas se verian orillados a incremen-
tar la tasa de explotacion, lo que agudizaria las tensiones sociales.
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Las tendencias mencionadas apuntan hacia un agravamiento de las difi-
cultades inherentes al sistema capitalista, sin que en el andlisis marxista se identi-
fiquen las causas que contrarresten suficientemente esta evolucion. De esa forma,
las mismas tendencias parecen conducir al sistema capitalista hacia una situaciéon
insostenible en la que se haria necesaria una reorganizacion social de gran profun-
didad. En efecto, de acuerdo con Marx:

El desarrollo de las fuerzas productivas del trabajo social es lo que constituye la mision
historica y la razon de ser del capital. Es asi precisamente como crea, sin proponérselo,
las condiciones materiales para una forma mas alta de prodficcion.

Cabe agregar que aun en la actualidad muchos autores de inspiracion
marxista colocan esta ley en la base de sus andlisis sobre el desarrollo y las crisis de
las economias capitalistas. Aunque también algunos de ellos tienen posiciones cri-
ticas al respect®.

Los resultados de las secciones anteriores nos permiten restringir
significativamente las posibilidades de validez de esta ley. En efecto, dentro de los
limites del modelo y de los cambios técnicos estudiados ocurre mas bien lo contra-
rio a lo que ella establece.

Para mostrar lo anterior retomaremos los resultados establecidos para
cada tipo de cambio técnico con relacion a dicha ley:

Cambios de tipo A: en este caso, ocurre exactamente lo contrario a lo
postulado por la ley, ya que, si se mantiene constante la tasa de explotacion, el
progreso técnico ocasiona un aumento en la tasa de ganancia y en el salario
real.

De manera equivalente, se puede afirmar que si se mantiene constante la
tasa de ganancia, el salario real aumenta y la tasa de explotacion disminuye.

Cambios de tipo B: con este tipo de cambios no se afecta la relacion entre
las tasas de ganancia y de explotacion. Sin embargo, en este caso también aumenta
el salario real.

Cambios de tipo Gen este caso puede ocurrir una disminucion en la tasa
de ganancia que corresponde a un nivel dado (o a cada nivel dado) de la tasa de

" Marx (1985: 256, tu).
8 La literatura sobre este tema es cuantiosa. Dentro del Marxismo se encuentra una opinién critica en Sweezy
(1987) y una critica neoricardiana en Okisho (1961).
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explotacion. De manera equivalente, se puede decir que para mantener la tasa de
ganancia es necesario incrementar la tasa de explotacion.

Este es el Unico caso en el que el efecto previsto por Marx se ve confirma-
do. Por ello conviene recordar algunos resultados que permiten otorgar a este caso
una significacion distinta a la que Marx le atribuye.

a) El efecto sefialado no se da necesariamente con todos los progresos
técnicos de tipo C. Con algunos de ellos ocurre lo contrario, es decir, aumenta
la tasa de ganancia correspondiente a cada nivel de la tasa de explotacion. Por
otra parte, un mismo cambio de tipo C puede causar un incremento en la tasa de
ganancia correspondiente a un cierto nivel de la tasa de explotacion mientras
gue ocasiona lo contrario para otro nivel de esta tasa, como se muestra en el
Ejemplo 5.

b) Segun el Teorema 3, para cada nivel dado de la tasa de explotacion, la
de ganancia queda comprendida dentro del intervalo presentado en (6.2).

Si p se mantiene constante los cambios de tipo C pueden llevecea
el limite inferior de este intervalo. Sin embargo, los cambios de tipo A hacen au-
mentar este limite y también, eventualmente, el limite superior. Ademas, estos in-
crementos no estan acotados superiormente.

De acuerdo con lo anterior, si consideramos una situacion en la que se
introducen continuamente los distintos tipos de progresos técnicos, se da un incre-
mento en el valor de correspondiente a cada nivel gecomo se ilustra con el
Ejemplo 7.

c) Siempre que se introduce un progreso técnico de tipo C también se
incrementa el salario real correspondiente a cada nivelAlen en el caso en el
gue, para mantener constante la tasa de ganancia, se requiera aumentar la tasa de
explotacion.

Esto significa que al aumentar dicha tasa no se agudiza necesariamente el
conflicto de intereses entre trabajadores y capitalistas.

Los progresos técnicos aumentan siempre el salario real, incrementando
0 bien dejando inalterada la tasa de ganancia. De manera complementaria se puede
decir que, si se mantiene constante el salario real, los progresos técnicos aumentan
siempre la tasa de ganancia (patd0,R]).

d) Los cambios de tipo C pueden afectar los intereses de una parte de los
asalariados, en el caso de que su implementacion provoque la pérdida del empleo.
No es dificil verificar que lo mismo ocurre necesariamente con los otros tipos de
cambios técnicos, si al introducirlos la demanda de cada tipo de bien permanece
constante.
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Esta consecuencia del progreso técnico es indudablemente de gran im-
portancia’ Sin embargo, no tiene que ser abordada necesariamente con relacién a
la evaluacion de la ley comentada en esta seccion.

Marx aclaré que ella se refiere a las consecuencias de los progresos técni-
cos sobre la relacion entre las tasas de explotacion y de ganancia, y no al efecto de
aquellos sobre el volumen del empleo. Para verificar esto, Marx considera una
situacion en la que se mantienen constantes el volumen del empleo y la tasa de
explotacion. Al crecer las fuerzas productivas se incrementa la produccion, por lo
gue crece también la “masa del capital” (cantidad fisica de medios de produccion).
Considerando la relacion entre el volumen de plusvalia y el valor de esta masa,
sefala:

Esta proporcién y, por lo tanto, la cuota de ganancia disminuyen, aunque el capital siga
disponiendo de la misma masa de trabajo sobrante. La proporcién cambia, no porque
disminuya la masa de trabajo vivo, sino porque aumenta la masa de trabajo materializado
puesta en movimiento por ella. La disminucidn es relativa, no absoluta, y no tiene en
realidad nada que ver con la magnitud absoluta del trabajo y del trabajo sobrante puesto
en movimiento. La baja de la cuota de ganancia no obedece a un descenso absoluto, sino
a un descenso puramente relativo de la parte variable del capital total, es decir a su des-
censo comparado con el del capital constihte.

Por otra parte, cabe agregar que para Marx el crecimiento de la producti-
vidad tiende mas bien a incrementar el volumen del empleo. En efecto, de acuerdo
con él:

El mismo desarrollo de la fuerza productiva del trabajo social, las mismas leyes que se
traducen en la baja relativa del capital variable con respecto al capital total y en el consi-
guiente ritmo acelerado de la acumulacién, mientras que, de otra parte, la acumulacion
constituye de rechazo el punto de partida para el ulterior desarrollo de la fuerza produc-
tiva y el ulterior descenso relativo del capital variable; éste mismo desarrollo se traduce,
prescindiendo de fluctuaciones momentaneas, en el aumento creciente de la fuerza de
trabajo total empleada y en el aumento continuo de la masa absoluta de la plusvalia, y por
consiguiente, de la ganandia.

9 véase por ejemplo Rifkin (1995).
10 Marx (1985: 218, t. lII).
1 Marx (1985: 221, t. lIl).
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Apéndice
A.1. Demostracion del Teorema 2

Si el progreso técnico consiste en el aumento del nUmero de unidades que se produ-
cen de algun bien, se divide por este niumero la ecuacion correspondiente. Para
distinguir las variables involucradas antes y después del cambio, podemos ahora
escribir el sistema (1.1), después del cambio en la productividad, de la manera

siguiente:

P =agp (L+n+h=pd k=12,..n (Al
De acuerdo con las definiciones se verifica que:
ay sagV Kj)yk skv K (A.2)

y la desigualdad se cumple al menos para una pargjg/tkgara algurk.

Sead un bien para el cual se verifipg/ ps @ B’/ p v j. Probaremos
primero que g/ pq = 1, con este fin partiremos de la ecuacién correspondiente a
este bien antes del cambio. Al multiplicar ambos lados de éstpypqy se
obtiene:

(Pa”/ Pa)Pa = (Pd/ Pa)[ 2] agipy (1 + 1) + 4]
@3 agi(p;/ B)py (X +1)+ (pd/ pa) la]

De acuerdo con esto y con (A.2) se infiere que:

Pa” @3 aq Py’ (1 +1) + (Pa/ Pu)la
y sipg’/ pg> 1 entonces:
P > Zjagp (L+rn)+I14

Lo que contradice la ecuacion de tipo (A.1) correspondiente a este bien.
En consecuenciay’/ pq = 1, o que significa que ningun precio crece con el cambio
de productividad.

Demostraremos ahora que el bikasd que corresponde el progreso técni-
co baj6 de precio. En efecto, se verifica que:

Sagp @+ +ly <Zagp@d+r) +lg (A.3)
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ya que ningun coeficiente técnico y de acuerdo a la que se acaba de pro-
bar, ningun precio sube mientras que al menos uno de los coeficientes de los pre-
cios y/o la cantidad de trabajo utilizada en la indudtdesminuye. En consecuen-
ciapy < pa.

Sid es un bien en cuya produccioén participa de manera directa la indus-
tria que incremento su productividad, se verifica tambiémpglips< 1. En efecto,
se valida la ecuacion de tipo (A.3) correspondiente a este bien, ya que al menos un
precio baja como consecuencia del cambio, mientras que ningun precio y ningin
coeficiente técnico aumenta.

Mediante un razonamiento analogo se demuestra que los precios de aque-
llos otros bienes, en cuya produccion participa indirectamente la industria que
incrementd su productividad, también bajan, mientras que los demas precios no
cambian.

A.2. Demostracion del Teorema 3
Demostraré sucesivamente los tres incisos del teorema:
a) Supondré que los primerngsbienes(m = n) participan en la produc-
cion. Por hipotesis, (1.1) es productivo, lo que implica, de acuerdo con Hawkins y
Simon (1949) que existe un conjunto de niumeérds.,..., t,, en dondéy,> 0 para
cadak, tales que el sistema:
thk akjpj(1+ I') +tk|k=tka k=1,2,....m. (A4)

produce en excedente una unidad de cada uno de estos bienes: Bex (4,
ta,..., tn), hacienday = ti/a para cad& obtenemos el sistema:

Suwagp(l+n+uclk=up  k=1,2,....m.

Procediendo a partir de este sistema como se hace en la seccion 2 a partir
de (1.1) se llega a la ecuacion:

2 3 U a1+ Sk Ui e = (U - Sk U ag)py (A.5)
Ahora bien, el segundo miembro de esta ecuacion es igual a:

2j(tj/a - 2 (k/ag)py = (L) 3(t - 2 tag)p = (L/a) Zp;
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Ya que el sistema (A.4) produce en excedente una unidad de cada bien.
Por otra parte, puesto ques 1 para cad&, comparando (A.5) con (2.1)
se establece que:

(1/2) Sjp; = ;G (A.6)
Seap = max {3/ j = 1,2,...,n} Entonces:
2 PPy @ 2 2k agpy (A7)
Como consecuencia de (A.6) y de (A.7) se sigue que:
3 By /(M) Zipy @ 2ic ) agpi/ ) gpy= K

Ahora bien, el lado izquierdo de esta desigualdad es ig8al Be ahi
que este nimero sea una cota superior para los valdkes de

Lo que procede demuestra que el conjunto de los valotegeleerados
al asignar sus valores posibles a las variableky (k = 1,2,...,n)tiene una cota
superior que es un namero real positivo. Por otra parte, se sigue del Teorema 1y de
(2.2) queK adopta valores superiores a cero para cada nivel de las variables men-
cionadas.

De esta manera, &s la minima cota superior de un conjunto de nimeros
superiores a cero que esta acotado superiormente. Lo que implika epien
namero real superior a cero.

b) A partir de la ecuacion (2.4) se infiere que:

r=(1-w)/K (A.8)

substituyendo en esta ecuacvdpor su equivalente en la ecuacién (3.2) se obtie-
ne:

r=[1-1/(p+ 1)K
= [pl(p + 1)IK (A.9)
por lo tanto, si se mantiene fija la tasa de explotacién (o el valor equivalewte de

y disminuyen las cantidades de trabajo utilizadas, la tasa de ganancia también lo
hard solamente si aumenta el calor del capital. De esta forma, su valor minimo
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estara acotado inferiormente, de acuerdo con (A.8) y (A.9) por el valor maximo
que pueda alcanz#r.

Substituyendo ahora porK en las ecuaciones mencionadas se demues-
tra el inciso b).

c¢) Primero se demostrara que ningun cambio de tipo A aumenta el valor
deK:

Dados los valores dey |  (k = 1,2,...,n) un cambio de tipo A aumenta el
valor dew, de acuerdo con la seccién 5. Esto implica, de acuerdo con la ecuacion
(7.1), queK disminuye.

En consecuencia, un cambio de tipo A no aumenta el valir pea
ninguna de las colecciones posibles formadas por los valores de las vanables
Ik (k=1,2,...,n) No aumenta, por lo tanto, ninguno de los valores posibléside
gue implica que tampoco lo hace la minima cota superior del conjunto formado por
ellos.

Por otra parte, un cambio de este tipo puede disminuir el vallr, de
como se demuestra en el ejemplo 6.

Finalmente, puede ocurrir que uno de estos cambios no afecte el valor de
K, como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 8. Considérese el sistema:

pi(l+r+1=up (A.10)
pr(l+1)+pa(l+1)+1=(32)p:

. o . .
En este sistemR = y ues una variable que puede adoptar cualquier
valor real superior 8. El valor de Kse determina por la férmula siguiente:

K= (2p1 + p2)/[(u - 2)p + (1/2)p, (A.11)
= (2s + 1)/[(u - 2p + (1/2)]

en la cualo = py/p,. Para establecer el valor Ke primero mostraré que & una
funcion decreciente de.
En efecto:

K'(0) = [2((u - 2)o+7) - (u - 2)(20+ Y[(u - 2)o + ]?
=@ -u)[(u-2)s+"°F

Dado que u > 3se sigue qukK aumenta siempre quedisminuye, lo que
a su vez ocurre siempre quaumenta, como se mostrara a continuacion:
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De la primera ecuacion de (A.10) se infiere que:
pi=1/(u-1-r1)

Substituyendg; en la segunda ecuacion del mismo sistema por el lado
izquierdo de la ecuacién anterior y simplificando, se establece que:

p2=u/(u-1-n1/2-r)

Substituyendo ahora los dos precios por el lado izquierdo de la ecuacion
correspondiente en la definicion dese establece, después de simplificar:

o=(1/2-nlu (A.12)

lo que demuestra guees una funcion decreciente de

De acuerdo con lo anteridt,aumenta siempre queaumenta, por lo que
la minima cota superior para los valoreskdes el limite de la funcion (A.11)
cuanda tiende aR. Este limite e ya queotiende a cero en este caso, de acuerdo
con (A.12).

Ahora bien, si el incremento en la productividad consisten en el aumento
deu, el valor de Kpermanece inalterado, ya que el analisis precedente es valido
para cualquieu superior a 3.

Por otra parte, los cambios de tipo B no afectan el valarglee corres-
ponde a cada nivel depor lo que, de acuerdo con (7.1), el valoikdeao sufre
ningun cambio.

Finalmente, los cambios de tipo C si pueden afectar el valor del capital,
como se sefiala en la seccion anterior. Sin embargo, estos cambios ya fueron consi-
derados en la definicion de.

d) El efecto de la disminucién desobre el limite inferior de se sigue
inmediatamente de las formulas (6.1) y (6.2). Para mostrar que no hay una cota
superior para el incremento que se produce basta con el ejemplo siguiente:

Considérese el cambio técnico que multiplicajgo(donden > 1) cada
coeficiente de (1.1) a excepcion de las cantidades de trabajo.

Para cada nivel deel valor deK estara determinado por la funcién

(1/n) Zic 2j apj /[(1/n)2ig agp; + 2k 1]
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gque se obtiene substituyendo el denominador de (2.2) por el lado izquierdo de
(2.1). Segun el Teorema 2, los cambios técnicos no aumentan ningdn precio, por
este motivo el valor de€ se acercara tanto a cero como se deseadsipta valores
suficientemente grandes.

En consecuencia, no existe cota superior para el crecimiento del limite
inferior del intervalo (6.1).

Por otra parte, la tasa maxima de ganancia corresponde al nivel aero de
por lo que debe satisfacer la ecuadiéh= 1 de acuerdo con (2.4).

De esto se infiere que = 1/K Dado queK tiende a cero como limite
inferior cuandan crece se sigue quno tiene limite superior.
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